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Shtukas adiques, modifications et applications
NGUYEN Kieu Hieu
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Résumé. Dans cet article, via l’étude des modifications de fibrés vectoriels sur la courbe
de Fargues-Fontaine, on prouve une formule géométrique reliant les tours de Lubin-Tate
avec les espaces de Rapoport-Zink non ramifiés simples basiques de type EL de signature
(1, n−1), (p1, q1), · · · , (pk, qk) où piqi = 0. En particulier, on en déduit le calcul des groupes
de cohomologie de ces derniers.
Abstract. In this paper, via the study of the modifications of vector bundles on the Fargues-
Fontaine curve, we prove a geometric formula relating the Lubin-Tate towers with the simple
basic unramified Rapoport-Zink spaces of EL type of signature (1, n−1), (p1, q1), · · · , (pk, qk)
where piqi = 0. In particular, we deduce the computation of the cohomology groups of the
latter.
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1 Introduction
Le programme de Langlands prédit une bijection de nature arithmétique entre d’un côté
les représentations galoisiennes et de l’autre les représentations automorphes. Pour con-
struire des réalisations, on cherche des objets géométriques dont la cohomologie ℓ-adique
s’exprimera en termes de ces correspondances. Les premiers exemples sont donnés par les
espaces de Rapoport-Zink. Par ailleurs, plus récemment, Scholze a construit des variétés de
Shimura locales qui se décrivent comme des espaces de modules de Shtukas dont la partie
supercuspidale de la cohomologie est décrite par la conjecture de Kottwitz.
Commençons par un triplet (G,µ, b) où G est un groupe réductif sur Qp, b ∈ G(Q˘p) et
µ ∈ X+∗ (T ) avec b ∈ B(G,µ) (c.f. section 3) auquel on associe un G-fibré Eb sur la courbe
de Fargues-Fontaine. De manière informelle, l’espace de module de Shtukas Sht(G,µ, b)
est un faisceau sur PerfFp classifiant les modifications de type µ entre Eb et E1. L’espace
Sht(G,µ, b) admet une donnée de descente de Q˘p à Qp ainsi qu’une action du groupe G(Qp)
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2(resp. Jb(Qp)) définie par les isomorphismes de E1 (resp. Eb). Le premier résultat principal
de cet article est le théorème 6.3 suivant.
Théorème 1.1. Notons Z0G la composante connexe neutre du centre ZG, λ un cocaractère
central de G et [bλ] l’unique élément de B(Z0G, λ). Il y a un isomorphisme G(Qp)× Jb(Qp)-
équivariant de faisceaux pro-étale qui commute avec les données de descentes.
Sht(G,µ, b) ×Z0G(Qp)
Sht(Z0G, λ) −→ Sht(G, bbλ, µ · λ).
Le résultat ci-dessus nous permet d’interpréter l’espace Sht(G, bbλ, µ · (λ)) comme une
modification centrale de l’espace Sht(G,µ, b). La démonstration se base sur l’étude des
G-fibrés sur la courbe de Fargues-Fontaine. La première étape consiste à construire une
modification de type µ ·λ à partir de celle de type µ. Ensuite, on propage cette construction
au niveau des espaces de modules de Shtukas de manière compatible avec les actions de
G(Qp)× Jb(Qp) et notamment avec les données de descentes.
On applique ce résultat géométrique au calcul des groupes de cohomologie d’espaces de
Rapoport-Zink que l’on peut ainsi relier avec la tour de Lubin-Tate. Pour chaque sous-
groupe compact ouvert Kp ⊂ G(Qp), il y a un espace de module de Shtukas de niveau
fini Sht(G,µ, b)/Kp et une identification Sht(G,µ, b) = lim←−
Kp
Sht(G,µ, b)/Kp. Lorsque µ
est minuscule et le triplet (G,µ, b) est de type EL ou PEL, on retrouve les espaces de
Rapoport-Zink, d’après le théorème 24.2.5 de [SW17]. Afin de se ramener à la tour de
Lubin-Tate qui correspond à la signature µLT = (1, n − 1), (0, n), · · · , (0, n), on considère
les espaces de Rapoport-Zink de type EL non ramifiés simples basiques de signature (1, n−
1), (p1, q1), · · · , (pk, qk) où piqi = 0. Soit Kp ⊂ G(Qp) un sous groupe compact. On notera
Sht(G,µ, b)/Kp par M˘
µ
Kp
. D’après [Far04], on peut définir les groupes de cohomologie à
support compact par
H•c (M˘
µ
Kp
,Zℓ) = lim−→
V
lim
←−n
H•c (V ⊗Q˘p Cp,Z/ℓ
nZ)
où V parcourt les ouverts relativement compacts de M˘µKp et où ℓ 6= p est un nombre premier.
On note également H•c (M˘
µ
Kp
,Qℓ) := H•c (M˘
µ
Kp
,Zℓ)⊗Qℓ lesquels sont des Qℓ-représentations
de G(Qp)×D××WEp où Jb(Qp) = D
× est le groupe des inversibles de l’algèbre de division
d’invariant
1
n
et où WEp est le groupe de Weil du corps de définition Ep de µ.
Les groupes de cohomologie de la tour de Lubin-Tate ont été entièrement calculés dans
[Boyer99], [HT01] et [Boyer09]; par dualité [Fal] [FGL] [SW17], on obtient aussi le cas de
Drinfeld. Pour un espace de type EL non ramifié général, la partie supercuspidale est traitée
dans [Far04], [Shin]. Sous l’hypothèse précédente, on obtient alors la description complète
de groupes de cohomologie suivante avec les notations de la section 7.
Théorème 1.2. Pour tout diviseur g de n = gs et toute représentation irréductible cuspidale
π de GLg(F ), on a des isomorphismes G(Qp)×WF -équivariants
lim
−→
K
Hn−1−ic (M˘
µ
K)[π[s]D] =
 LTπ(s, i)⊗ L(π)| · |
−
s(g+1)−2(i+1)
2 ·
∏
τ∈J
ωi ◦ (
τ rec−1F ) 0 ≤ i < s
0 i < 0
où π[s]D désignera la représentation JL−1(Sts(π))∨ de D×, ωi est le caractère central de
LTπ(s, i) et rec
−1
F est le morphisme de réciprocité d’Artin et où
τ rec−1F := τ · rec
−1
F ·τ
−1.
La preuve repose sur le théorème 1.1 qui donne une relation entre la tour (M˘µKp)Kp et
la tour de Lubin-Tate ainsi que les résultats dans [Boyer09] décrivant la cohomologie de la
dernière.
3Remarque 1.3. En utilisant les résultats de [Boyer14], on peut prouver que les groupes de
cohomologie lim
−→
K
H•c (M˘
µ
Kp
,Zℓ) sont Zℓ-libres.
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2 La courbe de Fargues-Fontaine d’après [Far-Fon]
Soit E/Qp une extension finie de corps résiduel Fq d’uniformisante π. Soit F/Fq un corps
parfait muni d’une valuation non-triviale v : F −→ R ∪ {∞}.
On pose E = WOE (F )
[ 1
π
]
où WOE(F ) désigne l’anneau des vecteurs de Witt ramifiés à
coefficients dans F . Plus précisément, on a
E =
{ ∑
n≫−∞
[xn]π
n | xn ∈ F
}
.
Le corps E est une extension non ramifiée complète de E dont le corps résiduel est F .
Il y a un relèvement de Teichmüler F −→ OE , x 7−→ [x]. On introduit alors le sous-anneau
de E
Bbd =
{ ∑
n≫−∞
[xn]π
n ∈ E | ∃C, ∀n |xn| < C
}
.
On définit ensuite des normes de Gauss sur Bbd. Pour r ∈]0,∞[ et ρ = q−r ∈]0, 1[ on
pose pour x =
∑
n[xn]π
n ∈ Bbd
vr(x) = inf
n∈Z
v(xn) + nr et |x|ρ = sup
n∈Z
|xn|ρ
n.
Il s’agit de normes multiplicatives, autrement dit vr est une valuation sur Bbd.
Définition 2.1. Pour I ⊂]0, 1[ un intervalle, on note BI le complété de Bbd par rapport aux
normes (|.|ρ)ρ∈I . Notons B = B]0,1[. On a alors B = lim←−I BI où I parcourt les intervalles
compacts de ]0, 1[.
L’anneau E possède un morphisme de Frobenius ϕ tel que
ϕ
(∑
n
[xn]π
n
)
=
∑
n
[xqn]π
n.
On note également ϕ : [0, 1]
∼
−→ [0, 1] défini par ϕ(ρ) = ρq. Le Frobenius ϕ de Bbd
s’étend en un isomorphisme
ϕ : BI
∼
−→ Bϕ(I).
Ce morphisme de Frobenius induit alors un automorphisme ϕ de B avec E = Bϕ=Id.
Définition 2.2. La courbe schématique de Fargues-Fontaine est X = Proj(P) où
P =
⊕
d≥0
Bϕ=π
d
,
vue comme E-algèbre graduée.
4On note OX(1) = P˜ [1] le fibré en droites tautologique sur X et pour d ∈ Z, OX(d) =(
OX(1)
)⊗d
. On a alors
P =
⊕
d≥0
H0(X,OX (d)).
On rappelle ensuite la version adique de la courbe de Fargues-Fontaine. Si I = [ρ1, ρ2] ⊂
]0, 1[ avec ρ1, ρ2 ∈ |F×| alors BI est une E-algèbre de Banach qui est un anneau princi-
pal. On pose alors YI = Spa(BI , BoI ) comme espace topologique muni d’un préfaisceau
d’anneaux.
Théorème 2.3. ([Far16] 2.1) L’espace YI est adique i.e le préfaisceau OYI est un faisceau.
Soient I ⊂ I ′ ⊂]0, 1[ alors YI est un ouvert rationnel de YI′ . Si I = [|a|, |b|] avec a, b ∈ F×
alors
YI = YI′
( [a]
π
,
π
[b]
)
.
On pose Y = lim
−→I
YI où I parcourt les intervalles compacts de ]0, 1[ d’extrémités dans
|F×|.
C’est un espace adique tel que Γ(Y,OY ) = B. On peut donc voir les éléments de BI
comme les fonctions holomorphes de la variable π sur la couronne de rayons définis par I. Le
Frobenius ϕ de Bbd induit un isomorphisme ϕ : BI
∼
−→ Bϕ(I) et on a donc un isomorphisme
ϕ : Yϕ(I)
∼
−→ YI .
En prenant la limite sur les intervalles I on obtient un automorphisme
ϕ : Y
∼
−→ Y.
Ce morphisme ϕ agit de manière proprement discontinue sur Y et on définit alors la
courbe de Fargues-Fontaine adique de la manière suivante.
Définition 2.4. La courbe de Fargues-Fontaine adique est Xad = Y/ϕZ.
On rappelle enfin la version relative de la courbe de Fargues-Fontaine sur un espace
affinoïde perfectoïde S. Intuitivement, on peut y penser comme une famille de courbes
(Xk(s))s∈S .
Soit S = Spa(R,R+) un espace affinoïde perfectoïde sur Spa(Fq). Posons
AS = WOE (R
+) =
{∑
n≥0
[xn]π
n | xn ∈ R
+
}
,
où WOE désigne les vecteurs de Witt ramifiés. Notons
BbdS =
(
AS
[ 1
π
])bd
=
{ ∑
n≫−∞
[xn]π
n | xn ∈ R, sup
n
|xn| < +∞
}
.
Pour ρ ∈]0, 1[, il y a une norme de Gauss sur BbdS définie par ‖
∑
n≫−∞[xn]π
n‖ρ =
supn |xn|ρ
n.
De même, pour I ⊂]0, 1[ un intervalle compact, on note BI,S le complété de BbdS par
rapport aux normes (‖·‖ρ)ρ∈I . On note BS = lim←−I BI,S le complété de B
bd
S par rapport aux
normes (‖·‖ρ)ρ∈]0,1[.
Comme auparavant, YI,S = Spa
(
BI,S, (BI,S)
o
)
ainsi que YS = lim−→I YI,S sont des espaces
adiques. Finalement, on définit la courbe de Fargues-Fontaine relative comme suit
XadS := YS/ϕ
Z
5où ϕ est le morphisme de Frobenius des vecteurs de Witt usuel
ϕ
( ∑
n≫−∞
[xn]πn
)
=
∑
n≫−∞
[xqn]πn.
Comme auparavant, il y a des des fibrés vectoriels OXadS (d) pour tout d ∈ Z et on définit
le schéma
XS = Proj(P)
où P =
⊕
d≥0H
0(XadS ,OXadS
(d)) et OXadS (1) =
˜(BS)ϕ=π.
Débasculements et diviseurs de Cartier sur la courbe
Soit R une Fq-algèbre perfectoïde. Notons Ro ⊂ R le sous anneau des éléments de
puissances bornées ainsi que Roo ⊂ Ro l’ensemble des éléments topologiquement nilpotents.
Un élément f =
∑
n≥0[an]π
n ∈ AR est dit primitif de degré 1 si a0 ∈ Roo∩R× et a1 ∈ Ro×.
Proposition 2.5. (prop. 1.18 de [Far16], [Fon])
• Soit R♯ un débasculement de R sur E. Alors, le noyau du morphisme de Fontaine
θ :WOE (R
o)։ R♯,o
est engendré par un élément primitif de degré 1.
• Inversement, si f ∈ AR est un élément primitif de degré 1 alors WOE(R
o)
[ 1
π
]
/f est
une E-algèbre perfectoïde qui est un débasculement de R.
On obtient ainsi une bijection entre l’ensemble des débasculements de R sur E et
l’ensemble des immersions fermées T →֒ YR définies localement par un élément primitif
de degré 1.
Autrement dit, si S ∈ PerfFq alors à chaque débasculement S
♯ correspond un diviseur
de Cartier D : S♯ →֒ YS et de plus ce diviseur de Cartier induit un diviseur de Cartier
ϕ-invariant ⊕
k∈Z
ϕk∗D
et on obtient donc un diviseur de Cartier sur XadS . Supposons que Fq ⊂ F . Pour tout
h ∈ N∗, il existe une unique extension non ramifiée Eh de degré h de E. Notons XEh la
courbe adique associé à Eh, alors
πh : XEh = XE ⊗E Eh −→ XE
est un revêtement étale fini de degré h.
Pour tout λ =
d
h
∈ Q où (d, h) = 1 et h > 0, on définit un fibré vectoriel OXE (λ) par la
formule
OXE (λ) = (πh)∗OXEh (d).
On peut définir les fonctions rang et degré sur les classes d’isomorphisme des fibrés vec-
toriels et puis appliquer le formalisme des filtrations de Harder-Narasimhan sur la catégorie
de fibrés vectoriels. Pour λ =
d
h
avec (d, h) = 1 alors OX(λ) est un fibré de degré d et de
rang h et donc de pente de Harder-Narasimhan µ(OX(λ)) = λ.
Définition 2.6. Un fibré vectoriel non nul X est semi stable si pour tout sous fibré vectoriel
strict non nul X
′
de X, on a µ(X
′
) ≤ µ(X).
6Théorème 2.7. ( [Far-Fon] théo 8.5.1 ) Supposons F algébriquement clos.
• Les fibrés semi-stables de pente λ sur X, à isomorphisme près, sont les OX(λ)m.
• La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré vectoriel sur X est scindée.
• Tout fibré vectoriel sur X est isomorphe à un fibré de la forme
⊕n
i=1OX(λi) où λ1 ≥
· · · ≥ λn est une suite décroissante dans Q.
Notons ϕ-ModB la catégorie des ϕ-modules libres sur B. On a une équivalence de
catégories
ϕ−ModB
∼
−→ FibX
(M,ϕ) 7−→
˜(⊕
d≥0
Mϕ=πd
)
.
D’autre part le foncteur sections globales implique une équivalence entre la catégorie des
fibrés ϕ-équivariants sur Y et celle des ϕ-modules sur B.
Théorème 2.8. ([Far14] théo. 3.5) Supposons F algébriquement clos. Il y a une équivalence
de catégories entre faisceaux cohérents sur X et sur Xad.
Notons ϕ-ModE˘ la catégorie des isocristaux sur E˘ où E˘ := Ê
nr. Il y a un foncteur
naturel de ϕ- ModE˘ dans FibX . Soit (D,ϕ) un isocristal, on pose
E(D,ϕ) = Y ×ϕZ D −→ Y/ϕ
Z = Xad
qui est un fibré vectoriel sur Xad. Via GAGA cela correspond au fibré associé au P -
module gradué
⊕
d≥0
(
D⊗O(Y )
)ϕ⊗ϕ=πd
. Le théorème 2.7 implique que le foncteur E(−) :
ϕ−ModE˘ −→ FibX est essentiellement surjectif.
Définition 2.9. Soit G un groupe réductif sur E. Notons BunX la catégorie des fibrés
vectoriels sur X. Un G-fibré sur X (ou Xad) est un foncteur tensoriel exact
RepE G −→ BunX .
On considère l’ensemble de Kottwitz B(G) = G(E˘)/σ-conj des classes d’isomorphismes
de G-isocristaux. Si b ∈ G(E˘) on peut lui associer un G-fibré sur X, que on note Eb, par
composition
Rep(G) −→ ϕ−ModE˘
E(−)
−−−→ BunX
(V, ρ) −→ (VE˘ , ρ(b)σ).
Théorème 2.10. ([Far16] théorème 2.13) On suppose F algébriquement clos. Il y a une
bijection entre B(G) et l’ensemble des G-fibrés.
B(G)
∼
−→ H1et(X,G)
[b] 7−→ [Eb].
Cette bijection généralise le théorème 2.7.
Si S −→ Spa(Fq) un espace affinoïde perfectoïde et b ∈ G(E˘), on définit comme aupar-
avant un G-fibré Eb sur XS ,
Rep(G) −→ ϕ−ModE˘
ES(−)
−−−−→ BunXS
(V, ρ) −→ (VE˘p , ρ(b)σ).
Par abus de langage, on le note encore Eb. De plus E1 est le G-fibré trivial.
73 La BdR-Grassmanienne affine
Soient S = Spa(R,R+) affinoïde perfectoïde de caractéristique p et (S♯, ι) un débasculement
de S sur Qp et donc un diviseur de Cartier DS♯ →֒ XS . On a une application surjective
θ :W (R0) −→ (R♯)0
dont le noyau est engendré par ξ ∈W (R0) qui n’est pas un diviseur de zéro. Alors B+dR(R
♯)
est défini comme le complété ξ-adique de W (R0)
[1
p
]
et BdR(R♯) = B
+
dR(R
♯)[ξ−1]. Le
complété de XS au-dessus de DS♯ est alors Spf(B
+
dR(R
♯)). Notons Be(R♯) = H0(XS \
DS♯ ,OXS ).
Etant donné un G-fibré E , posons Ee sa restriction sur XS \DS♯ = SpecBe(R
♯) ainsi que
E+dR son complété au-dessus de DS♯ . La proposition suivante implique que E est déterminé
par Ee et E
+
dR.
Proposition 3.1. [BL95] (Recollement de Beauville-Laszlo) La catégorie des G-fibrés sur
XS est équivalent à la catégorie des triplets
(
Ee, E
+
BdR
, ι
)
où Ee est un G-fibré sur Be(R♯),
E+BdR est un G-fibré sur B
+
dR(R
♯) et ι : Ee⊗Be(R♯)BdR(R
♯)
∼
−→ E+BdR ⊗B+dR(R♯)
BdR(R
♯) est un
isomorphisme.
Définition 3.2. Soit E un G-fibré sur XS. Une modification de E au-dessus de DS♯ est un
G-fibré E ′ avec un isomorphisme
α : E|XS\DS♯
∼
−→ E ′|XS\DS♯ .
En vertu du recollement de Beauville-Laszlo, une modification entre E =
(
Ee, E
+
BdR
, ι
)
et E ′ =
(
E ′e, (E
′)+BdR , ι
′
)
est donnée par un isomorphisme α : Ee
∼
−→ E ′e.
Supposons maintenant R♯ = C est un corps complet algébriquement clos. On a
XCb = Proj
(⊕
d≥0
(BCb)
ϕ=πd
)
.
et le diviseur DC →֒ XCb correspond à une injection OXCb →֒ OXCb (1) des fibrés en droites
sur XCb et donc un élément t ∈ H
0(XCb ,OXCb (1)) = (BXCb )
ϕ=π.
Maintenant comme Be(C) = H0(XCb\DC ,OXS ) on voit queBe(C) = Spec
(
(BCb [t
−1])ϕ=Id
)
.
Soit (D,ϕ) un isocristal, on y a associé un fibré vectoriel E(D,ϕ). En terme du recolle-
ment de Beauville-Laszlo, E(D,ϕ) est donné par(
(BCb [t
−1]⊗E˘ D)
ϕ⊗ϕ=Id, (B+dR(C))
n, ι
)
où ι est le morphisme trivial
(BdR(C))
n ∼−→ (B+dR(C))
n ⊗BdR(C).
On suppose désormais que G est un groupe réductif connexe défini sur Qp.
Définition 3.3. [SW17] La BdR-Grassmanienne affine Gr
BdR
G est la faisceautisation étale
du foncteur qui à un espace affinoïde perfectoïde S = Spa(R,R+) avec un morphisme
S −→ Spd Q˘p correspondant à un débasculement S♯ = Spa(R♯, (R♯)+), associe l’ensemble
des classes d’isomorphismes de G-torseurs sur SpecB+dR(R
♯) trivialisés sur SpecBdR(R♯).
8Comme tout G-torseur sur Spa(R♯, (R♯)+) devient trivial sur un recouvrement étale de
Spa(R♯, (R♯)+), on en déduit que GrBdRG est le faisceau étale associé au préfaisceau
(R♯, (R♯)+) 7−→ G(BdR(R
♯))/G(B+dR(R
♯)).
Notons G∗ le groupe réductif forme quasi-déployée de G (i.e GQp ≃ G
∗
Qp
) ainsi que
T ⊂ B ⊂ G∗ un tore maximal contenu dans un sous groupe de Borel de G∗.
Posons X∗(G) := Hom(Gm,Qp , GQp). Le groupe de Galois Γ = Gal(Qp/Qp) ainsi que
G(Qp) agissent sur X∗(G) et on a
Γ\
[
X∗(G
∗)/G∗(Qp)
]
= Γ\
[
X∗(G)/G(Qp)
]
= Γ\X∗(T )
+.
Pour S = Spa(C,C+) avec C/Qp un corps perfectoïde algébriquement clos alors B
+
dR(C)
est un anneau de valuation discrète et on voit que
GrBdRG (C,C
+) = G(BdR(C))/G(B
+
dR(C)).
On a la décomposition de Cartan
G(BdR(C)) =
⊔
µ∈X∗(T )+
G(B+dR(C))µ(ξ)
−1G(B+dR(C)).
Notation 3.4. Notons ≤ l’ordre de Bruhat sur X∗(T )+, i.e µ′ ≤ µ si et seulement si µ−µ′
est une somme des co-racines positives avec des coefficients positifs rationnels.
Définition 3.5. [SW17] - 19.2.2. (variétés de Schubert).
Pour un cocaractère µ ∈ X∗(T )+, notons E son corps de définition et E˘ := E · Q˘.
Considérons les sous-foncteurs
GrBdRG,µ ⊂ Gr
BdR
G,≤µ ⊂ Gr
BdR
G
qui sont définis par les conditions qu’un morphisme S −→ GrBdRG avec un morphisme S −→
Spd E˘ où S ∈ PerfFp se factorise par Gr
BdR
G,µ resp. Gr
BdR
G,≤µ si et seulement si pour tout point
géométrique x = Spa(C(x), C(x)+) −→ S, les éléments correspondant dans GrBdRG (C(x)) =⊔
µ∈X∗(T )+
G(B+dR(C))µ(ξ)
−1G(B+dR(C)) appartiennent à G(B
+
dR(C))µ(ξ)
−1G(B+dR(C)), resp.
à
⊔
µ′≤µG(B
+
dR(C))µ
′(ξ)−1G(B+dR(C)).
On dispose alors du théorème suivant.
Théorème 3.6. ([SW17])
Pour tout µ ∈ X∗(T )+, Gr
BdR
G,≤µ est un diamant spatial. Le sous-foncteur Gr
BdR
G,≤µ ⊂
GrBdRG est un sous-foncteur fermé qui est propre sur Spa(Q˘)
⋄ et GrBdRG,µ ⊂ Gr
BdR
G,≤µ est un
sous-foncteur ouvert. De plus le morphisme GrBdRG,≤µ −→ Spa(Q˘)
⋄ est de dimension de
transcendance finie (i.e dim.trg <∞).
Proof. Toutes les assertions, sauf la dernière, sont démontrées dans la proposition 19.2.3 et
le théorème 19.2.4 de [SW17]. L’assertion sur la finitude de la dimension de transcendance
est démontrée implicitement dans les lemmes 19.3.2 et 19.3.3.
D’après le lemme 19.1.5 de loc.cit, toute injection de groupes réductifs G →֒ GLn induit
une immersion fermée GrBdRG,≤µ →֒ Gr
BdR
GLn,≤µ
. On peut donc supposer G = GLn.
Puisqu’il y a un nombre fini de µ′ ≤ µ et que chaque point x ∈ |GrBdRGLn,≤µ| appartient à
|GrBdRGLn,µ′ | pour un µ
′ ≤ µ, il suffit de montrer la dernière assertion pour GrBdRGLn,µ.
9En vertu du lemme 19.3.3 de loc.cit., il suffit de considérer la résolution de Demazure
G˜rGLn,µ deGr
BdR
GLn,µ
(définition 19.3.1 de loc.cit). Nous allons suivre la suite de réductions du
lemme 19.3.2. Le lemme 21.3 de [S17] nous permet de supposer que µ est minuscule. Ensuite,
la question 21.41 de loc.cit nous permet de passer au recouvrement ouvert et comme dans
le lemme 19.3.2 de [SW17], il suffit de considérer le morphisme Grass(d, n)⋄ −→ Spa(Q˘)⋄.
Dans ce cas, le résultat découle de [Hub96].
4 L’espace de modules de Shtukas
Supposons maintenant que le G-fibré E est trivialisé sur B+dR(R
♯). En terme du recollement
de Beauville-Laszlo, E correspond à un triplet
(
Ee, E
+
1,BdR
, ι
)
où E+1,BdR est le B
+
dR-réseau
trivial dans E1,BdR(R♯) et où ι est un isomorphisme
ι : Ee ⊗Be(R) BdR(R
♯)
∼
−→ E+1,BdR ⊗B+dR(R♯)
BdR(R
♯) ≃ E1,BdR . (4.1)
Autrement dit, un fibré E trivialisé sur B+dR(R
♯) est déterminé par un couple
(
Ee, ι
)
avec ι comme décrit dans (4.1). Soit R♯ = C un corps perfectoïde algébriquement clos ainsi
que R = Cb. Considérons une modification
α : Eb1 |XCb\DC
∼
−→ Eb2 |XCb\DC
où b1, b2 ∈ G(Q˘p).
Puisque Eb1 et Eb2 possèdent une trivialisation naturelle sur B
+
dR(C), la modification α
induit un automorphisme g = ιb2 ◦
(
α⊗ IdBdR(C)
)
◦ι−1b1 de E1,BdR . D’après la décomposition
de Cartan, il existe un unique µ ∈ X∗(T )+ de sorte que g ∈ G(B
+
dR(C))µ(t)
−1G(B+dR(C)).
On dit alors que la modification α est de type µ.
Revenons à la situation générale où R est une algèbre affinoïde perfectoïde et R♯ un
débasculement de R. Une modification
α : E|XS\DS♯
∼
−→ E ′|XS\DS♯ .
est dite de type µ si et seulement si pour tout point géométrique xCb : C
b −→ Spa(R,R+),
la modification x∗
Cb
α est de type µ.
Définition 4.1. Supposons nous donné un triplet (G,µ, b) où G est un groupe réductif sur
Qp, b ∈ G(Q˘p) et µ ∈ X+∗ (T ) avec b ∈ B(G,µ). Notons E le corps de définition de µ.
L’espace de modules de Shtukas Sht(G,µ, b) −→ Spa(E˘)⋄ est le préfaisceau sur PerfFp qui
associe à chaque Q˘p-espace perfectoïde S♯, avec un débasculement (S♯)b = S, l’ensemble des
modifications
α : Eb|XS\DS♯
∼
−→ E1|XS\DS♯
.
qui est de type µ′ plus petit que µ.
Le foncteur Sht(G,µ, b) admet une action de G(Qp), respectivement de Jb(Qp) via α 7−→
g ◦ α pour g ∈ G(Qp), respectivement α 7−→ α ◦ h−1 pour h ∈ Jb(Qp).
Puisque bσ = b−1 · b · bσ alors [b] = [bσ] dans B(G). Il y a donc un isomorphisme
canonique
σ˜ : Ebσ
∼
−→ Eb.
1Nous utilisons la définition au début du page 120 et le lemme 21.3 ainsi que la question 21.4 sont donc
vérifiés.
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On définit alors la donnée de descente de Sht(G,µ, b) comme l’isomorphisme
F˜r : Sht(G,µ, b)
∼
−→ Sht(G, bσ , µ)
α 7−→ α ◦ σ˜.
Les actions de G(Qp) et Jb(Qp) commutent avec la donnée de descente.
Théorème 4.2. [SW17] Étant donné un triplet (G, b, µ) comme ci-dessus alors Sht(G,µ, b)
est un diamant localement spatial. De plus, le morphisme f : Sht(G,µ, b) −→ Spa(Q˘p)⋄ est
partiellement propre et dim.trg f <∞.
Proof. On a en effet Sht(G,µ, b) = lim
←−
K
Sht(G,µ, b)K , le théorème 23.1.3 de [SW17] implique
alors que Sht(G,µ, b) est un diamant localement spatial. D’autre part, la proposition 23.2.1
de loc.cit couplée avec 3.6 implique que f est partiellement propre et dim.trg f <∞.
La proposition suivante est bien connue des experts.
Proposition 4.3. Soit G un groupe réductif connexe défini sur Qp et b ∈ G(Q˘p). Soient
S = Spa(R,R+) un espace affinoïde perfectoïde sur Spa(Fp) ainsi que Spa(R♯, (R♯)+) un
débasculement. Si α : Eb|XS\DS♯
∼
−→ Eb|XS\DS♯ est une modification de G-fibrés de type µ = 0
alors α s’étend en un isomorphisme de G-fibrés. En particulier on a une identification
Sht(G, Id, 0) ≃ G(Qp).
Proof. D’après le formalisme tanakien, il suffit de démontrer le résultat pour G = GLn.
Supposons tout d’abord que Spa(R,R0) = Spa(Cb,OCb) où C est un corps complet
algébriquement clos. En utilisant le recollement de Beauville-Laszlo, on peut exprimer Eb
sous forme (
(BCb [t
−1]⊗Q˘p Q˘
n
p )
ϕ⊗Id bσ,
(
B+dR(C)
)n)
.
Comme la modification α est de type 0, on en déduit que g :=
(
α⊗ IdBdR(C)
)
est donné
par un élément dans GLn(B
+
dR(C)). En particulier le couple (α, g) est un isomorphisme de
Eb.
Le cas particulier où R = Cb couplé avec le lemme 3.4.6 de [Car-Sch] implique le cas
général où Spa(R,R+) est un espace affinoïde perfectoïde.
Enfin, on voit que Sht(G, Id, 0) classifie les automorphismes du G-fibré trivial E1. D’après
l’exemple 2.21 de [Far16], on a une identification de diamants Sht(G, Id, 0) = G(Qp).
5 Torsions des modifications des G-fibrés
Soient X un schéma et G un X-schéma en groupes. Un G-torseur est un Qp-morphisme
fidèlement plat T −→ X muni d’une action G×T −→ T sur l’action triviale de X de sorte
que, fppf-localement sur X, on a un isomorphisme G-équivariant T ≃ G×X.
Lemme 5.1. (lemme 4.6.1 de [KW]) Soit G −→ X un schéma en groupes réductifs. La
catégorie des G-fibrés sur X est équivalente à celle des G-torseurs sur X.
Soit S = Spa(R,R+) un espace affinoïde perfectoïde sur Spa(Fq). Considérons main-
tenant la courbe de Fargues-Fontaine XS . Pour chaque b ∈ G(Q˘p), on a un G-fibré Eb
sur XS . Notons Tb le G-torseur correspondant à Eb via le lemme 5.1. On peut décrire ce
G-torseur par la formule
Tb = Proj
⊕
d≥0
(
H0(YS ,OYS )⊗Q˘p Q˘p[G]
)ϕS⊗bσ=πd
. (5.1)
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où Q˘p[G] est l’algèbre de définition de GQ˘p . L’action de G sur Tb est donnée par celle de
G sur lui même par translation à droite. Désormais, notons λg et ρg respectivement la
multiplication à gauche par g et à droite par g−1.
Étant donné un groupe réductif connexe G défini sur Qp et ι : Z0G →֒ G la composante
connexe neutre du centre ZG. On va construire un morphisme naturel
BunG×BunZ0G
−→ BunG .
D’après le lemme 5.1, it suffit de définir le morphisme au niveau des torseurs. Consid-
érons T un G-torseur ainsi que T ′ un Z0G-torseur sur X. Puisque Z
0
G est contenu dans le
centre de G, on peut munir T d’une action de Z0G telle que l’action de G et de Z
0
G commu-
tent. Plus précisément, un élément g ∈ Z0G agit par action de g sur T . Le produit contracté
T ×Z0G
T ′ est alors un G-torseur.
Proposition 5.2. Pour b ∈ B(G) et h ∈ B(Z0G), l’image de (Eb, Eh) via le morphisme
ci-dessus est Ebh où h = ι(h).
Proof. Il suffit de démontrer Tb ×Z0G Th = Tbh pour b ∈ B(G) et h ∈ B(Z
0
G).
D’après la formule (5.1) on a
Tb = Proj
⊕
d≥0
(
H0(YS ,OYS )⊗Q˘p Q˘p[G]
)ϕS⊗bσ=πd
.
où l’action de G sur Tb est donnée par action de G sur lui même par translation à droite et
action de Z0G est donnée par translation à gauche.
On a le diagramme commutatif suivant où µ désigne la multiplication de G.
GQ˘p × (Z
0
G)Q˘p
GQ˘p
GQ˘p × (Z
0
G)Q˘p
GQ˘p
λb × ρh−1 λbh
µ
µ
On en déduit que la co-multiplication µ : Q˘p[G] −→ Q˘p[G]⊗Q˘pQ˘p[Z
0
G] induit l’isomorphisme
voulu Tb ×Z0G Th = Tbh.
Pour T un tore défini sur Q˘p, d’après Kottwitz on a une bijection
κ : B(T )basic = B(T )
∼
−→ X∗(T )Γ.
On note bλ l’élément correspondant à un λ ∈ X∗(T )Γ via cette bijection. On voit
également que B(T, λ) = {bλ}, en particulier pour C un corps algébriquement clos, il existe
une modification de type λ
α : Eb|X
Cb
\DC
∼
−→ E1|X
Cb
\DC
si et seulement si Eb ≃ Ebλ .
Étant données deux modifications α,α′ de type µ = 0 ∈ X∗(T ), d’après la proposition
5.2, on peut construire une autre modification qui est aussi de type µ = 0
E1 = E1 ×T E1
α×α′
−−−→ E1 ×T E1 = E1.
En utilisant cette construction, on peut munir l’espace de Shtukas Sht(T, 0) d’une struc-
ture de diamant en groupes. En effet, pour S = Spa(R,R+) un espace affinoïde perfectoïde
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sur Spa(Fp) ainsi que S♯ = Spa(R♯, (R♯)+) un débasculement. Étant données deux modifi-
cations de type µ = 0
α, β : E1|XS\DS♯
∼
−→ E1|XS\DS♯ ,
on définit le produit de α et β par la formule
α× β : E1 = E1 ×T E1|XS\DS♯
α×β
−−−→ E1 ×T E1|XS\DS♯ = E1.
Alors Sht(T, 0) avec ce produit est un diamant en groupes. De plus, d’après la proposi-
tion 4.3, on a une identification de diamants en groupes Sht(T, 0) ≃ T (Qp).
Lemme 5.3. Pour une modification α : E|XS\DS♯ −→ E1|XS\DS♯ de G-torseurs et deux
modifications β, γ : E|XS\DS♯ −→ E1|XS\DS♯ de Z
0
G-torseurs on a
(
α× β
)
× γ = α×
(
β × γ
)
comme modifications de G-torseurs.
Proof. Il s’agit d’utiliser le lemme 5.1 pour calculer explicitement les isomorphismes des
torseurs.
Étant donné un groupe réductif connexe G défini sur Qp et ι : Z0G →֒ G la composante
connexe du tore central. Le morphisme ι induit un morphisme θ : X∗(Z0G) −→ X∗(T )
+ où
T est le tore maximal de G. Afin d’alléger les notations, pour λ ∈ X∗(Z0G), on note encore
λ son image par θ dans X∗(T )+.
Soient S = Spa(R,R+) un espace affinoïde perfectoïde sur Spa(Fp) ainsi que S♯ =
Spa(R♯, (R♯)+) un débasculement. Si l’on dispose d’une modification α : Eh|XS\DS♯ −→
E1|XS\DS♯ de Z
0
G-fibrés de type λ, alors pour tout G-fibré Eb et tout isomorphisme f : Eb
∼
−→ Eb
on a une modification de G-fibrés
α : Ebh ≃ Eb ×Z0G
Eh|XS\DS♯
f×α
−−−→ Eb ×Z0G
E1|XS\DS♯ ≃ Eb.
De même, pour une modification de G-fibrés β : Eb −→ E1 de type µ, on peut construire
une modifications de G-fibrés
β : Eb = Eb ×Z0G
E1|XS\DS♯
β×Id
−−−→ E1 ×Z0G
E1|XS\DS♯ = E1.
Proposition 5.4. Supposons que G est déployé sur Q˘p.
(i) La modification α : Ebh −→ Eb est de type λ.
(ii) La modification β est de type µ.
Proof. D’après le formalisme tanakien, il suffit de démontrer le résultat pour toutes les
représentations ρ : G −→ GL(V ) de G. Puisque l’on est dans le cas de caractéristique 0
et que G est réductif, la catégorie RepQp G est semi-simple. Il suffit donc de traiter les
représentations irréductibles. Lorsque ρ : G −→ GL(V ) est irréductible, on a ρ(Z0G) ⊂
ZGL(V ). On obtient également un cocaractère de ZGL(V )
ρ ◦ λ : Gm,Qp −→ ZGL(V ),Qp .
On peut supposer que G = GL(V ). On a alors Z0G = GL1 et X∗(Z
0
G) ≃ Z, de plus
le cocaractère λ correspond à un d ∈ Z. On en déduit que h = [pd] ∈ B(Z0G) puisque la
modification α : Eh|XS\DS♯ −→ E1|XS\DS♯ est de type λ.
Pour calculer le type de α, il suffit de considérer la cas R = Cb où C est un corps complet
algébriquement clos. D’après le recollement de Beauville-Laszlo, on a la description suivante
:
Epd =
(
(BCb [t
−1]⊗Q˘p Q˘p)
ϕ⊗pdσ, B+dR(C)
)
E1 =
(
(BCb [t
−1]⊗Q˘p Q˘p)
ϕ⊗Id σ, B+dR(C)
)
.
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La modification α de type λ est alors donnée par l’isomorphisme
(BCb [t
−1]⊗Q˘p Q˘p)
ϕ⊗pdσ −→ (BCb [t
−1]⊗Q˘p Q˘p)
ϕ⊗Id σ
x 7−→ t−d
Cb
x.
D’après la formule (5.1), la modification α s’écrit en termes de Z0G-torseurs
Tpd|X
Cb
\DC ≃
(
BCb [t
−1]⊗Q˘p Q˘p[Z
0
G]
)ϕ⊗pdσ ∼
−→
(
BCb [t
−1]⊗Q˘p Q˘p[Z
0
G]
)ϕ⊗Idσ
≃ T1|X
Cb
\DC
x⊗ x′ 7−→ t−dx⊗ x′.
En utilisant le diagramme 5, la modification α s’écrit en termes de G-torseurs
Tpdb|X
Cb
\DC ≃
(
BCb [t
−1]⊗Q˘p Q˘p[G]
)ϕ⊗pdbσ ∼
−→
(
BCb [t
−1]⊗Q˘p Q˘p[G]
)ϕ⊗Idσ
≃ T1|X
Cb
\DC
x⊗ x′ 7−→ t−d
Cb
x⊗ x′.
Finalement la modification α s’écrit sous la forme
(BCb [t
−1]⊗Qp V )
ϕ⊗pdbσ −→ (BCb [t
−1]⊗Qp V )
ϕ⊗Id σ
x 7−→ t−dx.
Il est alors aisé de voir que la modification α est de type (d, · · · , d) ∈ ZdimQp V =
X∗(GL(V )), autrement dit α est de type λ, ce qui démontre le point (i).
On démontre le point (ii) par le même argument.
On peut ainsi utiliser la proposition 5.4 pour définir une action de Sht(Z0G, 0) ≃ Z
0
G(Qp)
sur Sht(G,µ, b) et sur Sht(Z0G, λ). Soient S = Spa(R,R
+) un espace affinoïde perfectoïde sur
Spa(Fp) ainsi que S♯ = Spa(R♯, (R♯)+) un débasculement. Étant donnée une modification
de type µ = 0 de Z0G-fibrés α : E1|XS\DS♯
∼
−→ E1|XS\DS♯
et une modification de type µ de
G-fibrés α′ : Eb|XS\DS♯
∼
−→ E1|XS\DS♯ , on définit l’action de α sur α
′ par la formule
Eb = Eb ×Z0G
E1|XS\DS♯
α′×α
−−−→ E1 ×Z0G
E1|XS\DS♯ = E1.
D’après la proposition 5.4, α′×α est une modification de type µ. Le lemme 5.3 implique
que cela définit une action de Z0G(Qp) sur Sht(G,µ, b).
De même, si l’on a une modification de type λ de Z0G-fibrés α
′ : Ebλ|XS\DS♯
∼
−→ E1|XS\DS♯ ,
on peut définir une autre modification de type λ par la formule
Ebλ = E1 ×Z0G
Ebλ|XS\DS♯
α−1×α′
−−−−−→ E1 ×Z0G
E1|XS\DS♯ = E1.
où les actions de Z0G sur E1 ×Z0G Ebλ et E1 ×Z0G E1 sont induites par celle sur la première
composante.
Remarque 5.5. Étant donné un élément g ∈ Z0G(Qp) correspondant à une modification
de type µ = 0 de Z0G-fibrés α : E1|XS\DS♯
∼
−→ E1|XS\DS♯ alors action de α est celle de ι(g)
où ι : Z0G(Qp) →֒ G(Qp) est l’injection canonique. En effet, on a α
′ × α =
(
α′ ◦ IdE1
)
×(
IdE1 ◦α
)
=
(
α′ × IdE1
)
◦
(
IdE1 ×α
)
= α′ ◦ ι(g).
Lemme 5.6. Soient T un tore défini sur Qp et α, β : Eλ −→ E1 deux modifications de
T -fibrés de type λ. Alors il existe une modification γ : E1
∼
−→ E1 (de type 0) de sorte que
β = α× γ.
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Proof. Soit α′ : Eλ−1 −→ E1 une modification de T -fibrés de type λ
−1 (une telle modification
existe). Considérons la modification suivante
α× α′ : Eλ ×T Eλ−1|XS\DS♯
α×α′
−−−→ E1 ×T E1|XS\DS♯
Puisque Eλ ×T Eλ−1 = E1 (d’après la proposition 5.2), la modification α× α
′ est en fait
une modification de type 0 de E1. Posons α′ ×
(
α× α′
)−1
× β le produit contracté
Eλ−1 ×T E1 ×T Eλ
α′×
(
α×α′
)−1
×β
−−−−−−−−−−−→ E1 ×T E1 ×T E1.
En particulier d’après la proposition 5.2, Eλ−1 ×T E1×T Eλ = E1 et on voit que α
′×
(
α×
α′
)−1
× β est une modification de type 0 de E1. Finalement, d’après le lemme 5.3, on a
α×
(
α′ ×
(
α× α′
)−1
× β
)
=
(
Id×β
)
= β
ce qui termine la démonstration.
6 Modifications centrales des espaces de Shtukas
Dans cette section, en utilisant la proposition 5.4, on prouve un énoncé géométrique reliant
deux espaces de modules de Shtukas. On donnera également une relation cohomologique de
ces espaces.
Puisque le produit fibré de diamants existe ([S17], Prop. 11.4), alors Sht(G,µ, b)×Spa(Q˘p)⋄
Sht(Z0G, λ) est un diamant. C’est le faisceau sur PerfQ˘p,pro-ét qui associe à chaque Q˘p-espace
perfectoïde S♯, avec (S♯)b = S, l’ensemble des couples (α, β) où α : Eb|XS\DS♯
∼
−→ E1|XS\DS♯
est une modification deG-fibrés de type µ′ plus petit que µ et β : Ebλ|XS\DS♯
∼
−→ E1|XS\DS♯
est
une modification de G-fibrés de type λ. Comme le diamant en groupes Sht(Z0G, 0) ≃ Z
0
G(Qp)
agit sur Sht(G,µ, b) et Sht(Z0G, λ), on peut définir le faisceau quotient.
Définition 6.1. On définit Sht(G,µ, b)×Z0G(Qp)Sht(Z
0
G, λ) comme le faisceau quotient. Plus
précisément, c’est la faisceautisation du pré-faisceau sur PerfFp qui associe à chaque Q˘p-
espace perfectoïde S♯, avec (S♯)b = S, l’ensemble Sht(G,µ, b)×Spa(Q˘p)⋄Sht(Z
0
G, λ)
(
S♯, S
)
/Z0G(Qp)
(
S♯, S
)
.
Le groupe G(Qp)× Jb(Qp) agit sur le diamant Sht(G,µ, b), on peut utiliser cette action
pour définir une action de ce groupe sur le faisceau Sht(G,µ, b) ×Z0G(Qp) Sht(Z
0
G, λ). Un
élément g ∈ G(Qp) correspond à un isomorphisme E1
∼
−→ E1 et g agit sur Sht(G,µ, b) par
composition avec cet isomorphisme. On définit alors l’action de g sur Sht(G,µ, b) ×Z0G(Qp)
Sht(Z0G, λ) par la formule g
(
(α, β)
)
=
(
g◦α, β
)
. Cette action est bien définie car (g◦α)×γ =
(g × IdE1) ◦ (α× γ) = g ◦ (α× γ) pour tout γ ∈ Z
0
G(Qp).
De la même manière, on définit une action de Jb(Qp)2 sur Sht(G,µ, b)×Z0G(Qp)Sht(Z
0
G, λ).
Il y a des isomorphismes canoniques
σb : Ebσ
∼
−→ Eb σbλ : Ebσλ
∼
−→ Ebλ .
On définit alors la donnée de descente de Sht(G,µ, b)×Z0G(Qp)Sht(Z
0
G, λ) comme l’isomorphisme
Fr : Sht(G, bσ , µ)×Sht(Z0G,0)
Sht(Z0G, λ)
∼
−→ Sht(G, bσ , µ)×Sht(Z0G,0)
Sht(Z0G, λ)
(α, β) 7−→ (α ◦ σb, β ◦ σbλ).
On vérifie aisément que cela est bien défini.
2
bλ étant un élément central de G(Q˘p), on a alors Jb(Qp) = Jbbλ (Qp).
15
Lemme 6.2. Notons σbbλ : E(bbλ)σ
∼
−→ Ebbλ l’isomorphisme canonique. On a alors
σb × σbλ = σbbλ .
Proof. D’après la formule (5.1) on a
Tb = Proj
⊕
d≥0
(
H0(YS ,OYS )⊗Q˘p Q˘p[G]
)ϕS⊗bσ=πd
,
et de même pour le torseur Tbσ . On en déduit que l’isomorphisme canonique σb : Tbσ ≃ Tb
est donné par IdS ⊗b.
D’après la proposition 5.2, on sait que la co-multiplication µ : Q˘p[G] −→ Q˘p[G] ⊗Q˘p
Q˘p[Z0G] induit l’isomorphisme Tb ×Z0G Tbλ = Tbbλ . On en déduit que σb × σbλ = σbbλ .
Théorème 6.3. Il y a un isomorphisme G(Qp)× Jb(Qp)-équivariant de faisceaux pro-étale
qui commute avec les données de descentes.
Sht(G,µ, b) ×Z0G(Qp)
Sht(Z0G, λ) −→ Sht(G, bbλ, µ · λ).
Proof. Pour une Q˘p-algèbre perfectoïde R♯ avec (R♯)b = R et un couple (α, β) ∈ Sht(G,µ, b)×Spa(Q˘p)⋄
Sht(Z0G, λ)
(
R♯, R
)
, on peut construire, d’après la proposition 5.2, une modification
α× β : Ebbλ|XS\DS♯
−→ E1|XS\DS♯
D’autre part, en écrivant α = IdEb ◦α et β = β ◦ IdE1 , on voit que
α× β =
(
α× IdE1
)
◦
(
IdEb ×β
)
.
où IdEb ×β et α× IdE1 sont des modifications de G-fibrés
IdEb ×β : Ebbλ −→ Eb α× IdE1 : Eb −→ E1
qui sont respectivement de type λ et µ d’après la proposition 5.4.
Afin de calculer le type de α× β, on utilise la décomposition de Cartan
G(BdR(C)) =
⊔
η∈X∗(T )/W
G(B+dR(C))η(ξ)
−1G(B+dR(C))
où C est un corps perfectoïde algébriquement clos et T un tore maximal de G.
Pour g ∈ G(B+dR(C))µ(ξ)
−1G(B+dR(C)) et h ∈ G(B
+
dR(C))λ(ξ)
−1G(B+dR(C)), on voit que
gh ∈ G(B+dR(C))µ ·λ(ξ)
−1G(B+dR(C)) car λ(ξ)
−1 est central. Autrement dit la modification
α× β est de type µ · λ.
On a construit un morphisme Φ : Sht(G,µ, b)×Spa(Q˘p)⋄ Sht(Z
0
G, λ) −→ Sht(G, bbλ, µ ·λ).
Montrons ensuite que ce morphisme passe au quotient par Sht(Z0G, 0).
Soient (α, β) ∈ Sht(G,µ, b) ×Spa(Q˘p)⋄ Sht(Z
0
G, λ) et γ ∈ Z
0
G(Qp), il faut montrer que(
α× γ
)
×
(
γ−1 × β
)
= α× β. Or d’après le lemme 5.3, cette identité est vérifiée.
On va montrer que Φ est en fait un isomorphisme. Il s’agit de montrer que ΦR♯,R est un
isomorphisme pour tous les couples (R♯, R). On aura besoin de l’ensemble auxiliaire suivant
S =
{
(α, β, γ) ∈ Sht(G,µ · λ, bbλ)×Spa(Q˘p)⋄ Sht(Z
0
G, λ
−1)×Spa(Q˘p)⋄ Sht(Z
0
G, λ)(R
♯, R)
}
/ ∼
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où (α, β, γ) ∼ (α′, β′, γ′) si, et seulement si, il existe θ ∈ Sht(Z0G, 0)(R
♯, R) de sorte que
α′ = α× θ, β′ = θ−1 × β ou β′ = β × θ, γ′ = θ−1 × γ.
On a donc une application canonique
f : S −→ Sht(G,µ · λ, bbλ)(R
♯, R)
(α, β, γ) 7−→ α× β × γ.
On montre que cela est une bijection. Étant donné une modification α ∈ Sht(G,µ ·
λ, bbλ)(R
♯, R), on choisit β et γ des modifications de Z0G-fibrés de type λ
−1 et λ respec-
tivement. Puisque β × γ ∈ Z0G(Qp)(R
♯, R) on peut choisir δ ∈ Z0G(Qp)(R
♯, R) de sorte que
δ× β ×α = IdE1|XS\DS♯
. On a alors f(α, δ × β, γ) = α. Autrement dit f est une surjection.
Le même type d’argument couplé avec le lemme 5.6 montre également que f est injective,
finalement on en déduit que f est une bijection.
Maintenant on définit l’application Φ−1
R♯,R
par la formule
Φ−1
R♯,R
: S −→ Sht(G,µ, b) ×Spa(Q˘p)⋄ Sht(Z
0
G, λ)(R
♯, R)
(α, β, γ) 7−→ (α× β, γ).
Il est facile de vérifier que Φ−1
R♯,R
est l’application inverse de ΦR♯,R. Reste finalement à
voir que ΦR♯,R commute avec toutes les structures. La commutativité avec l’action de
G(Qp) × Jb(Qp) est claire et la commutativité avec les données de descentes résulte du
lemme 6.2.
On aimerait descendre en niveau fini l’énoncé géométrique de la proposition 6.3. Con-
sidérons un sous groupe compact K ⊂ G(Qp) et posons KZ := K ∩ Z0G(Qp) lequel est un
sous groupe compact de Z0G(Qp). Puisque Z
0
G(Qp) est commutatif, Z
0
G(Qp)/KZ est encore
un groupe (discret).
Corollaire 6.4. Il y a un isomorphisme Jb(Qp)-équivariant de faisceaux pro-étale qui com-
mute avec les données de descentes.(
Sht(G,µ, b)/K
)
×Z0G(Qp)/KZ
(
Sht(Z0G, λ)/KZ
)
−→ Sht(G,µ · λ, bbλ)/K.
De plus, l’action de Z0G(Qp)/KZ sur
(
Sht(G,µ, b)/K
)
×
(
Sht(Z0G, λ)/KZ
)
est sans point
fixe.
Proof. D’après la remarque 5.5, l’action de g ∈ Z0G(Qp) sur Sht(G,µ, b) se fait via action de
ι(g) où ι : Z0G(Qp) →֒ G(Qp) est l’injection canonique. De plus Z
0
G(Qp) est commutatif, on
en déduit que l’action (induite) de Z0G(Qp)/KZ sur Sht(G,µ, b)/K et sur Sht(Z
0
G, λ)/KZ
est bien définie.
D’après la proposition 6.3, il y a un isomorphisme J(Qp)-équivariant qui commute avec
les données de descentes(
Sht(G,µ, b) ×Z0G(Qp)
Sht(Z0G, λ)
)
/K −→ Sht(G, bbλ, µ · λ)/K.
Il reste à comparer l’espace
(
Sht(G,µ, b)/K
)
×Z0G(Qp)/KZ
(
Sht(Z0G, λ)/KZ
)
avec le
quotient
(
Sht(G,µ, b) ×Z0G(Qp)
Sht(Z0G, λ)
)
/K. Il suffit de comparer au niveau des points.
Montrons tout d’abord que le morphisme canonique(
Sht(G,µ, b) ×Z0G(Qp)
Sht(Z0G, λ)
)
/K −→
(
Sht(G,µ, b)/K
)
×Z0G(Qp)
Sht(Z0G, λ) (6.1)
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est un isomorphisme (ensembliste). En effet, (x, y) et (z, t) dans Sht(G,µ, b) × Sht(Z0G, λ)
sont dans la même classe dans l’ensemble à gauche si et seulement s’il existe g ∈ Z0G(Qp) et
k ∈ K de sorte que z = x · g · k et t = g−1 · y.
De même, (x, y) et (z, t) sont dans la même classe dans l’ensemble à droite si et seulement
s’il existe g ∈ Z0G(Qp) et k ∈ K de sorte que z = x · k · g et t = g
−1 · y. Puisque Z0G(Qp) est
contenu dans le centre de G(Qp), on voit que g · k = k · g. On en déduit que le morphisme
(6.1) est un isomorphisme.
L’action deKZ est triviale sur Sht(G,µ, b)/K alors
(
Sht(G,µ, b)/K
)
×Z0G(Qp)
Sht(Z0G, λ) ≃(
Sht(G,µ, b)/K
)
×Z0G(Qp)
Sht(Z0G, λ)/KZ . Maintenant, l’action de KZ étant triviale sur(
Sht(G,µ, b)/K
)
× Sht(Z0G, λ)/KZ , on en déduit que(
Sht(G,µ, b)/K
)
×Z0G(Qp)
Sht(Z0G, λ)/KZ ≃
(
Sht(G,µ, b)/K
)
×Z0G(Qp)/KZ
Sht(Z0G, λ)/KZ .
D’autre part, l’action de Z0G(Qp)/KZ sur Sht(Z
0
G, λ)/KZ étant sans point fixe, on en dé-
duit qu’il est de même pour l’action de Z0G(Qp)/KZ sur
(
Sht(G,µ, b)/K
)
×
(
Sht(Z0G, λ)/KZ
)
.
Remarque 6.5. Notons Φ le changement de base vers Spa(Cp)⋄ du morphisme Φ : Sht(G,µ, b)×Spa(Q˘p)⋄
Sht(Z0G, λ) −→ Sht(G, bbλ, µ ·λ). On remarque que Φ admet une section. En effet, Cp étant
un corps perfectoïde, on peut choisir une modification α dans Sht(Z0G, λ)(Cp,C
b
p) et on a
également α−1 ∈ Sht(Z0G, λ
−1)(Cp,Cbp). Une section de Φ est donnée par
Sht(G,µ · λ, bbλ) ∋ β 7−→
(
β × α−1, α
)
∈ Sht(G,µ, b) ×Spa(Cp)⋄ Sht(Z
0
G, λ).
En particulier, on a un isomorphisme (qui, à priori, ne commute pas avec les données de
descentes)
Sht(G,µ, b) ×Spa(Cp)⋄ Sht(Z
0
G, λ) ≃ Sht(G,µ · λ, bbλ)×Spa(Cp)⋄ Sht(Z
0
G, 1).
Il y a également un isomorphisme G(Qp) × Jb(Qp)-équivariant entre Sht(G,µ · λ, bbλ)Cp et
Sht(G,µ, b)Cp donné par
Sht(G,µ, b) ∋ γ 7−→ α× γ ∈ Sht(G,µ · λ, bbλ)
qui, à priori, ne commute pas avec les données de descentes.
7 Groupes de cohomologie de quelques espaces de Rapoport-
Zink
Dans ce paragraphe, on va calculer la cohomologie de quelques espaces de Rapoport-Zink
non ramifiés en utilisant les résultats des paragraphes précédents et [Boyer09], [Boyer14].
Considérons un triplet (G,µ, b) où G est un groupe réductif (non ramifié) sur Qp, b ∈
G(Q˘p) et µ ∈ X+∗ (T )minuscule avec b ∈ B(G,µ). On suppose que (G,µ, b) correspond à une
donnée de Rapoport-Zink de type EL. À une telle donnée (G,µ, b), on associe un groupe
p-divisible X avec structures additionnelles. Notons M(G,µ, b) le foncteur qui classifie
les déformations par quasi-isogénies de X avec structures additionnelles. Ce foncteur est
représentable par un schéma formel défini sur Spf(OQ˘p) que l’on notera encore M(G,µ, b).
Considérons ensuite l’espace rigide M˘(G,µ, b) défini sur Q˘p associé au schéma formel
M(G,µ, b). Pour chaque sous groupe compact ouvert Kp ⊂ G(Zp), il existe un espace
rigide M˘Kp(G,µ, b) qui est défini comme le revêtement étale de M˘(G,µ, b) classifiant les
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OF trivialisations modulo Kp du module de Tate p-adique de groupe p-divisible universel
sur M˘(G,µ, b). On a donc une tour d’espaces rigides
(
M˘Kp(G,µ, b)
)
Kp
qui possède à la
fois une action de G(Qp)× Jb(Qp) et une donnée de descente.
Il y a un espace de module de Shtukas Sht(G,µ, b) associé à chaque donnée (G,µ, b).
On a une identification de diamants sur Spa(Q˘p) : Sht(G,µ, b) = lim←−
Kp
Sht(G,µ, b)/Kp.
Puisque µ est minuscule, d’après le théorème 24.2.5 de [SW17], on a
Sht(G,µ, b)/Kp = M˘Kp(G,µ, b)
⋄. (7.1)
Soit X un Cp-espace analytique tel que |X| est séparé. Un faisceau Zℓ-adique sur Xét
est un système projectif (Fn)n∈N de faisceaux en Zℓ-module sur Xét vérifiant ℓnFn = 0.
D’après [Far04], pour un faisceau Zℓ-adique (Fn)n∈N, on définit le foncteur sections globales
à support compact par la formule
Γc(X, (Fn)n) = {(sn)n ∈ lim
←
Γ(X,Fn)|∪nsupp(sn) est compact}.
On posera Hqc (X, (Fn)n) = R
qΓc(X, •)((Fn)n).
Soit Kp ⊂ G(Zp) un niveau. D’après [Far04], on peut montrer que
H•c (M˘Kp(G,µ, b),Zℓ) = lim−→
V
lim
←−n
H•c (V ⊗Q˘p Cp,Z/ℓ
nZ)
où V parcourt les ouverts relativement compacts de M˘Kp(G,µ, b) et où ℓ 6= p est un nombre
premier. On note également
H•c (M˘Kp(G,µ, b),Qℓ) := H
•
c (M˘Kp(G,µ, b),Zℓ)⊗Qℓ.
Exemple 7.1. ([Far04]) Soit Z un tore non ramifié et KZ ⊂ Z(Qp) un sous groupe compact.
Alors, on a
Hqc
(
M˘KZ (Z, 1, Id),Qℓ
)
=
{
C∞c
(
Z(Qp)/KZ ,Qℓ
)
si q = 0
0 sinon.
et donc
lim
−→
KZ
H0c
(
M˘KZ (Z, 1, Id),Qℓ
)
= C∞c (Z(Qp),Qℓ)
où action de Jb(Qp) = Z(Qp) se fait par la représentation régulière. L’action du groupe de
Weil WE est l’action triviale. D’après la remarque 6.5, il y a un isomorphisme Z(Qp) ×
Z(Qp)-équivariant Sht(Z, λ, λ(p))Cp
∼
−→ Sht(Z, 1, Id)Cp. Il y a donc des isomorphismes
Z(Qp)-équivariants
Hqc
(
M˘KZ (Z, 1, Id),Qℓ
)
= Hqc
(
M˘KZ (Z, λ, λ(p)),Qℓ
)
.
On considère maintenant les triplets (G,µ, b) tels que
• G = ResF/Qp GLF (V ) où F est l’unique extension non ramifiée de degré d de Qp et
V est un F -espace vectoriel de dimension n,
• µ est un cocaractère minuscule de G. Un tel µ est déterminé par des couples d’entiers
(pτ , qτ )τ∈I où I = HomQp(F,Qp). On suppose de plus que
• Il existe τ0 ∈ I tel que (pτ0 , qτ0) = (1, n − 1),
• Pour τ 6= τ0 on a (pτ , qτ ) = (0, n) ou (pτ , qτ ) = (n, 0).
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• b ∈ B(G,µ) est l’unique élément basique.
Pour un tel triplet, on a Jb(Qp) = D
×
n/F , le groupe des inversibles de l’algèbre de division
d’invariant 1n , de centre F . Le corps de définition de µ est F . On note encore J ⊂ I \ {τ0}
l’ensemble de τ 6= τ0 tel que (pτ , qτ ) = (n, 0). Les espaces de Rapoport-Zink associés sont
non ramifiés de type EL. Par la suite, on notera Sht(µ) (resp. M˘µK) pour Sht(G,µ, b) (resp.
M˘K(G,µ, b)). Lorsque la signature µLT = (1, n − 1), (0, n), · · · , (0, n), on retrouve la tour
de Lubin-Tate. Pour σ une représentation irréductible de D×n/F , on notera H
q
c (M˘
µ
K)[σ] =
HomD×
n/F
(
Hqc (M˘
µ
K ,Qℓ), σ
)
.
Définition 7.2. [Boyer09]
- Soient π1 et π2 des représentations de respectivement GLn1(F ) et GLn2(F ), on note
π1 × π2 l’induite parabolique Ind
GLn1+n2 (F )
Pn1,n1+n2 (F )
(π1{n2/2} ⊗ π2{−n1/2}).
- Soit g un diviseur de n = sg et π une représentation cuspidale irréductible de GLg(F )
:
• π{1−s2 } × π{
3−s
2 } × · · · × π{
s−1
2 } possède un unique quotient (resp. sous espace)
irréductible. C’est une représentation de Steinberg (resp. de Speh) généralisée
notée habituellement Sts(π) (resp. Spehs(π)).
• Sts−i(π){
−i
2 }×Spehi(π){
s−i
2 } possède un unique sous espace irréductible que l’on
note LTπ(s, i). En particulier, pour i = 0 (resp. i = s − 1), on retrouve Sts(π)
(resp. Spehs(π))
- Pour π une représentation irréductible cuspidale de GLg(F ) et t > 0, π[t]D désignera
la représentation JL−1(Stt(π))∨ de D
×
n/F .
Théorème 7.3. Pour tout diviseur g de n = gs et toute représentation irréductible cuspidale
π de GLg(F ), on a alors des isomorphismes G(Qp)×WF -équivariants
lim
−→
K
Hn−1−ic (M˘
µ
K)[π[s]D] =
 LTπ(s, i)⊗ L(π)| · |
− s(g+1)−2(i+1)
2 ·
∏
τ∈J
ωi ◦ (
τ rec−1F ) 0 ≤ i < s
0 i < 0
où ωi est le caractère central de LTπ(s, i) et rec
−1
F est le morphisme de réciprocité d’Artin
et où τ rec−1F := τ · rec
−1
F ·τ
−1.
Remarque 7.4. Tout énoncé valable sur l’espace de Lubin-Tate trouvera son analogue dans
la situation plus générale précédente. En particulier, dans [Boyer14] il est annoncé que les
lim
−→
K
H•c (M˘
µLT
Kp
,Zℓ) sont Zℓ-libres, ce qui impliquerait la même propriété pour lim−→
K
H•c (M˘
µ
Kp
,Zℓ).
Proof. On exploitera les résultats obtenus dans les sections précédentes pour calculer la
cohomologie de la tour
(
M˘µKp
)
Kp
. Il s’agit de trouver les relations de ce dernier avec la
tour de Lubin-Tate. Tout d’abord, d’après [Boyer09], on a des isomorphismes G(Qp)×WF -
équivariants
lim
−→
K
Hn−i−1c (M˘
µLT
K )[π[s]D] =
{
LTπ(s, i)⊗ L(π)| · |
−
s(g+1)−2(i+1)
2 0 ≤ i < s
0 i < 0.
Le groupe G = ResF/Qp GLF (V ) est déployé sur F et GF (F ) ≃
∏
τ∈I
GLn(F ). Le centre
de G est Z = ResF/Qp GL1 et il est aussi déployé sur F : ZF ≃
∏
τ∈I
GL1(F ). Identifions I
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avec Z/dZ, le groupe de caractère est donné par
X∗(Z) =
{
(xij)i∈Z/dZ,1≤j≤n | ∀i, j xi,j ∈ Z
}
.
Le groupe de Weil associé estW = Sdn. Le cocaractère µ s’écrit sous la forme (xi,j)i∈Z/dZ,1≤j≤n
xi,j =

(1, 0, · · · , 0) si i = i0
(1, 1, · · · , 1) si i ∈ J
(0, 0, · · · , 0) sinon.
Considérons maintenant le cocaractère λ = (zi,j)i∈Z/dZ,1≤j≤n où zi,j =
{
1 si i ∈ J
0 sinon.
Il est clair que λ(p) est dans le centre de G(Q˘p) et d’autre part, on constate que µ =
µLT · λ. On voit également que bLT · λ(p) est l’unique classe basique de B(G,µ). D’après
la remarque 6.5, il y a un isomorphisme G(Qp)× Jb(Qp)-équivariant
Sht(µ)Cp
∼
−→ Sht(µLT )Cp .
Pour toute représentation supercuspidale π de GLg(F ), il y a alors des isomorphismes
G(Qp)-équivariants
lim
−→
K
Hqc (M˘
µ
K)[π[s]D] = lim−→
K
Hqc (M˘
µLT
K )[π[s]D]. (7.2)
En particulier, on a Hn−i−1c (M˘
µ
K)[π[s]D] = 0 pour i < 0.
D’après le corollaire 6.4, il y a un isomorphisme D×n/F -équivariant d’espaces rigides qui
commute avec la donnée de descente
M˘µLTK ×Z(Qp)/KZ M˘KZ (Z, λ, λ(p)) −→ M˘
µ
K .
On en déduit qu’il y a un isomorphisme D×n/F ×WF -équivariant
RΓc
(
(M˘µLTK )Cp × M˘KZ (Z, λ, λ(p))Cp ,Qℓ
)
⊗LQℓ[Z(Qp)/KZ ] Qℓ
∼
−→ RΓc
(
(M˘µK)Cp ,Qℓ
)
. (7.3)
D’après la remarque 6.5, on voit que (M˘µLTK )Cp × M˘KZ (Z, λ, λ(p))Cp est un Z(Qp)/KZ -
torseur trivial au-dessus de (M˘µK)Cp . Alors, le produit tensoriel dérivé dans (7.3) dégénère en
un produit tensoriel. Puisque les groupes de cohomologie supérieure de M˘KZ (Z, λ, λ(p))Cp
s’annulent, la formule de Kunneth implique qu’il y a un isomorphismeD×n/F×WF -équivariant
Hqc
(
(M˘µLTK )Cp×M˘KZ (Z, λ, λ(p))Cp ,Qℓ
)
≃ Hqc
(
(M˘µLTK )Cp ,Qℓ
)
×H0c
(
M˘KZ (Z, λ, λ(p))Cp ,Qℓ
)
On en déduit qu’il y a un isomorphisme WF -équivariant entre H
q
c (M˘
µ
K)[π[s]D] et(
Hqc (M˘
µLT
K )[π[s]D]×Hom(H
0
c (M˘KZ (Z, λ, λ(p)),Qℓ),Qℓ)
)
⊗Qℓ[Z(Qp)/KZ ] Qℓ.
D’après [Chen], il y a des isomorphismes Z(Qp)×WF -équivariants
HomZλ(Qp)
(
H0(M˘KZ (Z, λ, λ(p)),Qℓ), ωi
)
= ωi ⊗
∏
τ∈J
ω ◦ (τ rec−1F )
On en déduit que pour 0 ≤ i < s, il y a une inclusion
LTπ(s, i)
K ⊗ L(π)| · |−
s(g+1)−2(i+1)
2 ·
∏
τ∈J
ωπ ◦ (
τ rec−1F ) →֒ H
n−i−1
c (M˘
µ
K)[π[s]D]. (7.4)
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Mais l’isomorphisme (7.2) implique que l’inclusion (7.4) est en fait un isomorphisme de
représentations de WF . En prenant la limite projective lorsque le niveau K varie, on en
déduit que, pour 0 ≤ i < s,
lim
−→
K
Hn−i−1c (M˘
µ
K)[π[s]D] = LTπ(s, i) ⊗L(π)| · |
−
s(g+1)−2(i+1)
2 ·
∏
τ∈J
ωπ ◦ (
τ rec−1F ).
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